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abdoucmcf                          Correction-Exercices -Olympiades                            Classe de 3ème 

Evaluations de sommes et produits   

Exercice 1     

a. Si nous employons l’égalité :        
( )k k k k

= −
+ +

1 1 1

1 1
 

Alors :        = −


1 1
1

1 2 2
 

                                      = −


1 1 1

2 3 2 3
 

                                 = −


1 1 1

3 4 3 4
                    

                      
( ) ( )n n n n

= −
−  −

1 1 1

1 1
 

          D’où : 

        
( ) ( )

.............. ..........
n n n n

      
+ + + + = − + − + − + + −           −  −       

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1

1 2 2 3 3 4 1 2 2 3 3 4 1
 

                                     
( )

..............
n n n

+ + + + = −
   − 

1 1 1 1 1
1

1 2 2 3 3 4 1
 

b. On a :             
( )( ) ( ) ( )k k k k k k

 
=  

+ + + + 

1 1 1

1 2 1 2
 

                           
( )( ) ( )k k k k k k

 
= − + + + + 

1 1 1 1 1

1 2 2 1 2
 

                         
( )( ) ( ) ( )( )k k k k k k k

 
= − 

+ + + + + 

1 1 1 1

1 2 2 1 1 2
   

Donc :                          
 

= −     

1 1 1 1

1 2 3 2 1 2 2 3
 

                                       
 

= −     

1 1 1 1

2 3 4 2 2 3 3 4
 

                                      
 

= −     

1 1 1 1

3 4 5 2 3 4 4 5
                                     

( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n n n n n n

 
= − 

−  −  −  − −  

1 1 1 1

2 1 2 2 1 1
     

D’où : 

                            
( ) ( )

..............
n n n

+ + + =
      −  − 

1 1 1 1

1 2 3 2 3 4 3 4 5 2 1
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( ) ( ) ( )
.............

n n n n

      
= − + − + − + + −            −  − −        

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 1 2 2 3 2 2 3 3 4 2 3 4 4 5 2 2 1 1
 

                     
( )n n

 
= − 

−  

1 1 1

2 2 1
 

 

               
( ) ( )

..............
n n n

+ + + =
      −  − 

1 1 1 1

1 2 3 2 3 4 3 4 5 2 1
 

( )n n

 
− 

−  

1 1 1

2 2 1
 

 

c. On a :     
( )( )( ) ( )( ) ( )k k k k k k k k

 
=  

+ + + + + + 

1 1 1

1 2 3 1 2 3
 

 

                               
( )( )( ) ( )( )k k k k k k k k

 
= − + + + + + + 

1 1 1 1 1

1 2 3 3 1 2 3
 

                               
( )( )( ) ( )( ) ( )( )( )k k k k k k k k k k

 
= − 

+ + + + + + + + 

1 1 1 1

1 2 3 3 1 2 1 2 3
 

Donc :                  
 

= −        

1 1 1 1

1 2 3 4 3 1 2 3 2 3 4
 

                             
 

= −        

1 1 1 1

2 3 4 5 3 2 3 4 3 4 5
 

                                
 

= −        

1 1 1 1

3 4 5 6 3 3 4 5 4 5 6
                  

( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )n n n n n n n n n n

 
= − 

− − − − − − − − 

1 1 1 1

3 2 1 3 3 2 1 2 1
 

D’où : 

( )( )( )
...............

n n n n
+ + + + =

         − − −

1 1 1 1

1 2 3 4 2 3 4 5 3 4 5 6 3 2 1
 

   
( )( )( ) ( )( )

..........
n n n n n n

      
= − + − + − + + −                  − − − − −       

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

3 1 2 3 2 3 4 3 2 3 4 3 4 5 3 3 4 5 4 5 6 3 3 2 1 2 1

 

  
( )( )n n n

 
= − 

  − − 

1 1 1

3 1 2 3 2 1
 

  
( )( )n n n

 
= − 

− − 

1 1 1

3 6 2 1
 

 

 

 

( )( )( )
...............

n n n n
+ + + + =

         − − −

1 1 1 1

1 2 3 4 2 3 4 5 3 4 5 6 3 2 1 ( )( )n n n

 
− 

− − 

1 1 1

3 6 2 1
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Exercice 2      

a. Au rang 1 :          
rang

  
 = =

1

1 2 3 2 3
1 2

3 3
 

                           Au rang 2 :          
( )

rang

 +     
 +  = +  = + = =

2

2 3 1 32 3 2 3 2 3 3 2 3 4
1 2 2 3 2 3

3 3 3 3 3
 

                   Au rang 3 : 

( )

rang

 +       
 +  +  = +  = + = =

3

3 4 2 32 3 4 2 3 4 3 3 4 3 4 5
1 2 2 3 3 4 3 4

3 3 3 3 3
 

            Au rang 4 : 

       
( )

rang

 +       
 +  +  +  = +  = + = =

4

4 5 3 33 4 5 3 4 5 3 4 5 4 5 6
1 2 2 3 3 4 4 5 4 5

3 3 3 3 3
 

       On en déduit au rang n : 

 

                           ( )
( )( )

................

rang n

n n n
n n

+ +
 +  +  +  + =

1 2
1 2 2 3 3 4 1

3
 

 

b.           Au rang 1 :         
rang

  
  =

1

1 2 3 4
1 2 3

4
 

          Au rang 2 :     

 
         ( )

rang

   +                   
  +   = +   = + = + = =

2

2 3 4 5 1 41 2 3 4 1 2 3 4 2 3 4 5 1 2 3 4 5 2 3 4 5 4 2 3 4 5
1 2 3 2 3 4 2 3 4

4 4 5 20 20 5 4 4

 

                            Au rang 3 :     

                                       
( )

rang

   +                   
  +   +   = +   = + = + = =

  3

3 4 5 6 2 42 3 4 5 2 3 4 5 3 4 5 6 2 3 4 5 6 3 4 5 6 4 3 4 5 6
1 2 3 2 3 4 3 4 5 3 4 5

4 4 6 4 6 4 6 4 6 4

 

 

                       On en déduit au rang n : 

           ( )( )
( )( )( )

..........

rang n

n n n n
n n n

+ + +
  +   +   + + + + =

1 2 3
1 2 3 2 3 4 3 4 5 1 2

4

 

   

 

Exercice 3     Calcul des sommes suivantes : 

a. On sait que :          ( )
( )

...........
k k

k
− 

+ + + + − =
1

1 2 3 1
2

 

Donc :                        ( )
( )

...........
k k

k k k
− 

+ + + + − + = +2 21
1 2 3 1

2
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C’est-à-dire :            ( )........... k k k k+ + + + − + = −2 23 1
1 2 3 1

2 2
 

 

Pour  k =1 :          =  − 2 23 1
1 1 1

2 2
 

            Pour  k = 2  :           + =  − 2 23 1
1 2 2 2

2 2
 

            Pour  k =3  :            + + =  − 2 23 1
1 2 3 3 3

2 2
 

            Pour  k = 4  :            + + + =  − 2 23 1
1 2 3 4 4 4

2 2
 

            ...............................................................................................  

            Pour  k n=  :           ( )......... n n n n+ + + + − + =  − 2 23 1
1 2 3 1

2 2
 

En faisant la somme des termes, alors : 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )......... ..... ......... .......n n n n+ + + + + + + + + + + − + = + + + + − + + + +2 2 2 2 2 2 2 23 1
1 1 2 1 2 3 1 2 3 1 1 2 3 1 2 3

2 2

 

( ) ( ) ( ) ( )( )............... ......... .........n n+ + + + + + + + + + + + + + + − =2 2 2 21 2 3 1 1 2 1 2 3 1 2 3 1  

            ( ) ( )......... .......n n+ + + + − + + + +2 2 2 23 1
1 2 3 1 2 3

2 2
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )............... ...........n n n n n n n+ + + + + −  + −  + −  + − −  − =  
2 2 2 21 2 3 1 1 2 2 3 3 1 1  

            ( ) ( )......... .......n n+ + + + − + + + +2 2 2 23 1
1 2 3 1 2 3

2 2
 

( ) ( ) ( )............... ...........n n n n n n n+ + + + + − + − + − + + − − − =
22 2 2 2 2 2 21 2 3 1 1 2 2 3 3 1 1  

             ( ) ( )......... .......n n+ + + + − + + + +2 2 2 23 1
1 2 3 1 2 3

2 2
 

( )...........n n n n n n+ + + + + − =2 1 2 3 1   

( ) ( )......... .......n n+ + + + − + + + +2 2 2 23 1
1 2 3 1 2 3

2 2
 

( )( )...............n n n+ + + + + − =2 1 2 3 1

( ) ( )......... .......n n+ + + + − + + + +2 2 2 23 1
1 2 3 1 2 3

2 2
 

( )n n
n n

−
+ =2 1

2
( ) ( )......... .......n n+ + + + − + + + +2 2 2 23 1
1 2 3 1 2 3

2 2
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n

n
− 

+ = 
 

2 1
1

2
( )

( )
.........

n n
n

+
+ + + + −2 2 2 2 13 1

1 2 3
2 2 2

 

( )......... n+ + + + =2 2 2 23
1 2 3

2

n
n

− 
+ + 

 

2 1
1

2

( )n n +11

2 2
 

( )......... n
 

+ + + + = 
 

2 2 2 232
3

23
1 2

( )n nn
n

+ − 
+ +  

  

2 11 1
1

2 2 2

2

3
 

 

......... n+ + + +2 2 2 21 2 3
( )n nn

n
+ + 

= +  
  

2 11 1

2 2 2

2

3
 

......... n+ + + +2 2 2 21 2 3
( ) ( )n n n n+ +

= +

22 1 1

6 6
 

......... n+ + + +2 2 2 21 2 3
( ) ( )n n n n

n
+ +

=  + 
1 1

2 1
6 6

 

......... n+ + + +2 2 2 21 2 3
( )

( )
n n

n
+

= +
1

1 2
6

 

              ......... n+ + + +2 2 2 21 2 3
( ) ( )n n n+ +

=
1 1 2

6
 

 

b. On a vu que :             ( )......... k+ + + + −
22 2 21 2 3 1

( ) ( )( )k k k− + −
=

1 1 2 1

6
 

C’est-à-dire :             ( )......... k+ + + + −
22 2 21 2 3 1

( ) ( )k k k− −
=

1 2 1

6
 

Donc :                          ( )......... k k+ + + + − +
22 2 2 31 2 3 1

( ) ( )k k k
k

− −
= + 31 2 1

6
 

                           ( )......... k k+ + + + − +
22 2 2 31 2 3 1 ( )

k
k k k k= − − + +2 32 2 1

6
 

                          ( )......... k k+ + + + − +
22 2 2 31 2 3 1 ( )

k
k k k= − + +2 32 3 1

6
 

                          ( )......... k k+ + + + − +
22 2 2 31 2 3 1

k k k
k= − + +

3 2
3

3 2 6
 

 

    D’où :                         ( )......... k k+ + + + − +
22 2 2 31 2 3 1 k k k= − +3 24 1 1

3 2 6
 

 

Pour  k =1 :                         =  −  + 3 3 24 1 1
1 1 1 1

3 2 6
 

Pour  k = 2  :                + =  −  + 2 3 3 24 1 1
1 2 2 2 2

3 2 6
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Pour  k =3  :                + + =  −  + 2 2 3 3 24 1 1
1 2 3 3 3 3

3 2 6
 

Pour  k = 4  :       + + + =  −  + 2 2 2 3 3 24 1 1
1 2 3 4 4 4 4

3 2 6
 

...........................................................................................................  

 

 

Pour  k n=  :   ( )................ n n n n n+ + + + − + =  −  + 
22 2 2 3 3 24 1 1

1 2 3 1
3 2 6

 

En faisant la somme des termes, alors : 

( ) ( ) ( )( )............ ....... n n+ + + + + + + + + + + − + =
23 2 3 2 2 3 2 2 2 31 1 2 1 2 3 1 2 3 1   

.......... n n n
       

 −  +  +  −  +  +  −  +  + +  −  +        
       

3 2 3 2 3 2 3 24 1 1 4 1 1 4 1 1 4 1 1
1 1 1 2 2 2 3 3 3

3 2 6 3 2 6 3 2 6 3 2 6
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )........ ..........n n n n n n n  + + + + + −  + −  + −  + + − −  − =     
23 3 3 3 2 2 21 2 3 1 1 2 2 3 3 1 1  

          ..... ..... ......n n n   + + + + − + + + + + + + + +   
3 3 3 3 2 2 2 24 1 1

1 2 3 1 2 3 1 2 3
3 2 6

 

..... n n  +  +  + +  
2 2 2 21 1 2 2 3 3

( ) ( ) ( ) ( ) ( )..........n n n n n n + −  + −  + −  + + − −  − =   
22 2 21 1 2 2 3 3 1 1

( )( ) ( )
.....

n n n n n
n

+ + +
 + + + + − + 

3 3 3 3 1 1 2 14 1 1
1 2 3

3 2 6 6 2
 

..... n n  +  +  + +  
2 2 2 21 1 2 2 3 3

( ) ( ) ( ).......n n n n n n n +  −  +  −  +  −  + +  − − −  −
 

2 22 2 2 2 2 21 1 1 2 2 2 3 3 3 1 1 1  

          
( )( ) ( )

.....
n n n n n

n
+ + +

 + + + + − + 
3 3 3 3 1 1 2 14 1 1

1 2 3
3 2 6 6 2

 

( ).............n n+ + + + =2 2 2 21 2 3
( )( ) ( )

.....
n n n n n

n
+ + +

 + + + + − + 
3 3 3 3 1 1 2 14 1 1

1 2 3
3 2 6 6 2

 

( )( )n n n
n

+ + 
= 

 

1 2 1

6

( )( ) ( )
.....

n n n n n
n

+ + +
 + + + + − + 

3 3 3 3 1 1 2 14 1 1
1 2 3

3 2 6 6 2
 

( )( )n n n+ +
=

2 1 2 1

6

( )( ) ( )
.....

n n n n n
n

+ + +
 + + + + − + 

3 3 3 3 1 1 2 14 1 1
1 2 3

3 2 6 6 2
 

..... n + + + + = 
3 3 3 34

1 2 3
3

( )( )n n n+ +2 1 2 1

6

( )( ) ( )n n n n n+ + +
+ −

1 1 2 11 1

2 6 6 2
 

..... n + + + + =  3 3 3 34
1 2 3

4 3

3 ( )( ) ( )( ) ( )n n n n n n n n + + + + +
+ − 

 

2 1 2 1 1 1 2 11 1

6 2 6 6

3

24
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............. n+ + + + =3 3 3 31 2 3
( )

( ) ( )
n n

n n n
+  

+ + + − 
 

1 13 1
2 1 1 2

6 2 24
 

 

        ............. n+ + + + =3 3 3 31 2 3
( )n n

n n n
+  

+ + + −  
 

21 1 1
2

6 24 2

3
 

         ............. n+ + + + =3 3 3 31 2 3
( )n n

n n
+

 +  2 2
3 1

2
64

 

          ............. n+ + + + =3 3 3 31 2 3
( )

( )
n n

n n
+

+  


1
2 1

2 3

3

4
 

            Donc :    

         ............. n+ + + + =3 3 3 31 2 3
( )n n +

22 1

4
 

 

 

c. On a :   ( ) ( ) ( ) ( )k k k k+ = + + +
5 2 2

1 1 1 1  

                               ( )( )( )k k k k k= + + + + +2 22 1 2 1 1  

                               ( )( )k k k k k k k k k= + + + + + + + + +4 3 2 3 2 22 2 4 2 2 1 1  

                               ( )( )k k k k k= + + + +4 3 24 6 4 1  

                               k k k k k k k k= + + + + + + +5 4 4 3 3 2 24 4 6 6 4 4  

                               k k k k k= + + + + +5 4 3 25 10 10 5 1 

Pour  k =1 :       = +  +  +  +  +5 5 4 3 22 1 5 1 10 1 10 1 5 1 1 

Pour  k = 2  :      = +  +  +  +  +5 5 4 3 23 2 5 2 10 2 10 2 5 2 1 

Pour  k =3  :      = +  +  +  +  +5 5 4 3 24 3 5 3 10 3 10 3 5 3 1 

...........................................................................................................  

Pour  k n=  :     ( )n n n n n n+ = +  +  +  +  +
5 5 4 3 21 5 10 10 5 1  

 

En faisant la somme des termes, alors : 

( )............................ n n+ + + + + + =
55 5 5 52 3 4 1  

( ) ( )+  +  +  +  + + +  +  +  +  + +5 4 3 2 5 4 3 21 5 1 10 1 10 1 5 1 1 2 5 2 10 2 10 2 5 2 1  

( ) ( )...... n n n n n+  +  +  +  + + + + + + + +5 4 3 2 5 4 3 23 5 3 10 3 10 3 5 3 1 5 10 10 5 1  

( )............................ n n+ + + + + + =
55 5 5 52 3 4 1 ( )............. n+ + + +5 5 5 51 2 3

( )............. n+ + + + +4 4 4 45 1 2 3 ( )............. n+ + + + +3 3 3 310 1 2 3 ( )............. n+ + + + +2 2 2 210 1 2 3

( )........... n+ + + + +5 1 2 3 ( )........

n fois

+ + + + +1 1 1 1  

 

Equivalent , en utilisant les résultats précédents :    
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  ( )n + =
5

1 ( )............. n+ + + + +5 4 4 4 41 5 1 2 3 ( )............. n+ + + + +3 3 3 310 1 2 3

( )............. n+ + + + +2 2 2 210 1 2 3 ( )........... n+ + + + +5 1 2 3 ( )........

n fois

+ + + + +1 1 1 1  

 

( )n + =
5

1 ( )............. n+ + + + +5 4 4 4 41 5 1 2 3
( ) ( )( ) ( )n n n n n n n

n
+ + + +

+ + + +

22 1 1 1 2 1
10 10 5

4 6 2
 

( )........... n+ + + + =4 4 4 45 1 2 3 ( )n + −
5 51 1

( ) ( )( ) ( )n n n n n n n
n

 + + + +
− + + + 
  

22 1 1 1 2 1
10 10 5

4 6 2
 

 

   En développant les produits, alors :  

 

( )........... n+ + + + =4 4 4 45 1 2 3 ( )n n n n n+ + + +5 4 3 25 10 10 5 ( )n n n− + +4 3 25
2

2

( )n n n− + +3 25
2 3

3
 ( )n n n− + −25

2
 

 

En réduisant, alors :  

 

        ( )........... n+ + + + =4 4 4 45 1 2 3 n n n n+ + −5 4 35 5 1

2 3 6
 

               ........... n+ + + + =4 4 4 41 2 3
n n n n

+ + −
5 4 3

5 2 3 6
  

               ........... n+ + + + =4 4 4 41 2 3
n n n n+ + −5 4 36 15 10

30
 

               ........... n+ + + + =4 4 4 41 2 3
( )n n n n+ + −4 3 26 15 10 1

30
 

    On a :          n n n n n n n+ + − = + − + +4 3 2 4 4 3 26 15 10 1 5 1 15 10  

                                                                      ( ) ( )n n n n= − + + +4 2 21 5 3 2    

                                                                  ( )( ) ( )n n n n n= − + + + +2 2 2 21 1 5 3 2  

                                                                      ( )( )( ) ( )( )n n n n n n= + − + + + +2 21 1 1 5 1 2  

                                                                      ( ) ( )( ) ( )n n n n n = + − + + +
 

2 21 1 1 5 2  

                                                                      ( )n n n n n n = + + − − + + 
3 2 3 21 1 5 10  

                                                                      ( )n n n n = + + + − 
3 21 6 9 1  

Donc :           ........... n+ + + + =4 4 4 41 2 3  
( )( )n n n n n+ + + −3 21 6 9 1

30
 

On a :                n n n n n n n+ + − =  +  + −3 2 2 26 9 1 2 3 3 3 1 

                                                             ( )n n n= + + −23 2 3 1 

                                                             ( )n n n= + + + −23 2 1 2 1 

                                                             ( )n n n n= + + + −2 23 2 1 6 1 



9 
 

                                                             ( )n n n n n= + + + − −2 23 2 1 6 3 2 1¨ 

                                                             ( ) ( ) ( )n n n n n= + + + − +23 2 1 3 2 1 2 1  

                                                             ( )n n n = + + − 
22 1 3 3 1  

 

 

Donc :                 ........... n+ + + + =4 4 4 41 2 3
( )( ) ( )n n n n n+ + + −21 2 1 3 6 3 1

30
 

 

 

d. Soit :       
( )

.............n

n n
S n

+
= + + + + =

22

3 3 3 3 1
1 2 3

4
         (Voir précédemment)  

( ) ( ) ( )............. .............nS n n n   = + + + + − + − + + + + +
   

3 3 33 3 3 3 3 3

2 1 3 5 2 3 2 1 2 4 6 2  

Donc :   ( ) ( )............. n n+ + + + − + −
3 33 3 31 3 5 2 3 2 1 = ( ).............nS n − + + + +

 
33 3 3

2 2 4 6 2  

                                                                                                     .............nS n = − + + + + 
3 3 3 3 3

2 2 1 2 3  

                                                                                                     .............nS n = − + + + + 
3 3 3 3

2 8 1 2 3  

                                                                                                     n nS S= −2 8  

                                                                                                     
( ) ( ) ( )n n n n+ +

= −

2 2 222 2 1 1
8

4 4
 

                                                                                                     ( ) ( )n n n n= + − +
2 22 22 1 2 1  

                                                                                                     ( ) ( )n n n n n n= + + − + +2 2 2 24 4 1 2 2 1  

                                                                                                     ( )n n n n n= + + − − −2 2 24 4 1 2 4 2  

                                                                                                      ( )n n= −2 22 1  

 

D’où :              ( ) ( )............. n n+ + + + − + −
3 33 3 31 3 5 2 3 2 1  ( )n n= −2 22 1  

           

 

 

Exercice 4         

         Soit :                    ....................
n

A
      

= + + + + +      
      

8 2

1 1 1 1 1
1 1 1 1 1

3 9 81 3 3
 

         Donc :         A
 
−  = 

 

1
1

3
....................

n

         
− + + + + +         

         
8 2

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

3 3 9 81 3 3
 

                                A
 
−  = 

 

1
1

3
....................

n

        
− + + + +        

        
8 2

1 1 1 1 1
1 1 1 1 1

9 9 81 3 3
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¨                                 A
 
−  = 

 

1
1

3
....................

n

       
− + + +       

       
8 2

1 1 1 1
1 1 1 1

81 81 3 3
 

                                   A
 
−  = 

 

1
1

3
........................................................................................................  

                                                    A
 
−  = 

 

1
1

3 n n

  
− +  

  
2 2

1 1
1 1

3 3
 

                                 A
 
−  = 

 

1
1

3 ( )n

 
 −
 
 

2
2

1
1

3
 

                                  A
 
−  = 

 

1
1

3 n

 
− 

 
4

1
1

3
 

          D’où :                          
n

A

 
− 

 =
 
− 

 

4

1
1

3

1
1

3

n

 
= − 

 
4

2 1
1

3 3
 

    

                          ....................
n

      
+ + + + + =      

      
8 2

1 1 1 1 1
1 1 1 1 1

3 9 81 3 3 n

 
= − 

 
4

2 1
1

3 3
 

 

Exercice 5           Soient :          .................A =    
1 3 5 99

2 4 6 100
 

                                 Et                   .................B =    
2 4 6 98

3 5 7 99
 

       On a :                  ; ; ; ; ..................    
2 1 4 3 6 5 8 7 99

1
3 2 5 4 7 6 9 8 100

 

       Donc :                        .................    
2 4 6 98

3 5 7 99
.................   

1 3 5 99

2 4 6 100
 

        C’est-à-dire :               B A  

        D’où :                     A A A B    

                                              A 2
.................

 
    

 

1 3 5 99

2 4 6 100
.................

 
    

 

2 4 6 98

3 5 7 99
 

                                                 A 2 1

100
 

         Par conséquent :         A 
1

100
 

                                                  A 
1

10
                             .................    

1 3 5 99 1

2 4 6 100 10
                     


